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Отримано загальний розв’язок задач згину круглих 
пластин, товщина яких змінюється за експоненціаль­
ним законом із застосуванням вироджених гіпергеомет­
ричних функцій Куммера. Розв’язано задачу контакту 
циліндричної оболонки з круговою пластиною змінної 
товщини в загальному вигляді. Запропоновано методику 
мінімізації маси пластинчастих елементів конструкцій 
кругової форми. Розроблена конструкція зони переходу 
від днища до стінки, міцність якої перевірена методом 
скінчених елементів у реальному проектуванні
Ключові слова: днище змінної товщини, гіпергео­
метрична функція Куммера, контакт оболонки та 
кругової пластини
Получено общее решение задач изгиба круглых плас­
тин, толщина которых меняется по экспоненциально­
му закону с применением вырожденных гипергеомет­
рических функций Куммера. Решена задача контакта 
цилиндрической оболочки с круговой пластиной пере­
менной толщины в общем виде. Предложена методи­
ка минимизации массы пластинчатых элементов кон­
струкций круговой формы. Разработана конструкция 
зоны перехода от днища к стенке, прочность которой 
проверена методом конечных элементов в реальном 
проектировании
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Основні задачі конструювання машин та апаратів – 
досягнення найвищих техніко-економічних та експлуа-
таційних показників: продуктивності, експлуатаційної 
надійності та собівартості. Одним з найважливіших чин-
ників при вирішенні цих задач є мінімізація маси кон-
струкцій. Найбільшу увагу проблемі зменшення маси 
приділяють в транспортному машинобудуванні. Так, тов-
щина обшивки пасажирських вагонів різних виробників 
становить 1…2 мм; товщина ненавантажених ділянок су-
часних автомобільних корпусів (крило, багажник та ін.) 
не перевищує 0,7 мм, в деяких марках – 0,3 мм. Тенденція 
зменшення товщини стримується в основному можли-
востями виготовлення якісного тонкостінного прокату.
В транспортному машинобудуванні одним з основних 
критеріїв якості є відношення g1 маси корисного ван-
тажу до маси конструкції. Для морського транспорту 
g1 = 2,3…7,0, для залізничного g1 = 2,0…2,5, для автомобіль-
ного g1 = 0,5…1,5, для авіації g1 = 0,35…0,75. Тут більші зна-
чення відповідають найбільшим розмірам транспортних 
засобів. Аналогічні характеристики розраховуються і для 
стаціонарних машин та апаратів. Наведені дані поясню-
ють стійку тенденцію зростання розмірів машин і техно-
логічного обладнання.
Найбільшого зниження маси деталей можна домогти-
ся шляхом надання їм повної рівноміцності. Ідеальними 
є конструкції, в усьому обсязі яких виникають однакові 
напруження, що дорівнюють допустимим. Такі результа-
ти можливі для дуже обмеженої кількості конструкцій зі 
змінною площею перетину при одновимірному напруже-
ному стані (стрижні, при розтягуванні-стисканні; диски, 
навантажені відцентровими силами). При вигині, кручен-
ні і складних навантажених станах напруження в перети-
ні розподіляються нерівномірно: вони мають найбільшу 
величину в крайніх точках перетину, а в інших можуть 
знижуватися до нуля. Ефективне зниження маси одно-
вимірних деталей, навантажених вигином і крученням, 
досягається зменшенням площ перетинів на ділянках, де 
виникають незначні внутрішні зусилля. 
При проектуванні дво- та тривимірних деталей міні-
мум маси часто не досягається, тому що зростає склад-
ність розрахункових схем, до того ж розв’язок таких задач 
може бути неоднозначним. При проектуванні обладнан-
ня конструктори вирішують питання зменшення маси 
в основному інтуїтивно, керуючись наявним досвідом 
або відомими прототипами. Отже розробка аналітичних 
методів мінімізації маси деталей конструкцій складних 
форм завжди є актуальною проблемою.
2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми
Одним з основних чинників, які визначають рі-
вень оптимальності конструкцій, є критерій мінімуму 
маси, оскільки витрати на метал в структурі собівартості 
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становлять 60…80 % [1, 2]. Для круглих пластин при зги-
нанні напружений стан залежить від характеру попереч-
ного навантаження, геометричних розмірів (радіуса R та 
товщини) і способів закріплення. Мінімум маси круглої 
пластини буде досягнутий при рівномірному розподілі 
максимальних напружень і виконанні в усіх поверхневих 
точках умови міцності, σ σe const.( ) [ ]r = =  Тут 0 ≤ r ≤ R  – 
радіальна координата, [ ]σ  і σe – напруження допустиме 
та еквівалентне (наприклад за теорією Мізеса). Такі 
деталі називають рівноміцними. Виконання умови рівно-
міцності досягається лише при розтягненні круглої плас-
тини в своїй площині відцентровими силами (плоский 
напружений стан). Відомо, що для дисків турбомашин 
умова рівноміцності виконується при зміні товщини за 
експоненціальним законом [3]. Для переважної ж біль-
шості пластинчастих деталей машин та апаратів вдається 
лише наблизитися до рівноміцності [4].
Мінімізація маси круглих пластин при згинанні може 
досягатись різними способами. Перша група – зменшен-
ня площі або навантаження, раціональне розташуванням 
опор – є очевидною і застосовується на першому етапі 
конструювання. Для подальшої мінімізації маси можлива 
друга група способів – раціоналізація форми або мате-
ріалу: на ділянках з малими внутрішніми зусиллями від-
повідно зменшується товщина або змінюється матеріал 
на менш міцний та дешевший. Останній спосіб є склад-
ним для реалізації і практично не використовується. 
Отже конструювання круглих пластин з товщиною, що 
раціонально змінюється в радіальному напрямку, може 
вважатися переважним способом мінімізації [5].
Найбільш привабливою для математичного моделю-
вання є форма круглої пластини, товщина якої плавно 
змінюється в радіальному напрямі – за лінійним, степе-
невим, експоненціальним або іншими законами. 
Найпростішою формою змінної товщини є ліній-
на (як окремий випадок степеневої). Розрахунки таких 
конструкцій виконуються досить часто для елементів 
будівельних споруд, для пластин з локальними наванта-
женнями по колу та в центрі [6, 7]. Зауважимо, що лінійна 
залежність товщини пластини від радіальної коор динати r 
є раціональною, якщо радіальний згинальний момент 
Mr(r) зменшується від центра до периферії, а отже і тов-
щина може зменшуватись в цьому напрямку за залежніс-
тю h r h k r( ) .= −0 1  Така залежність придатна для пластин, 
вільно обпертих на зовнішньому контурі R. Якщо момент 
Mr(r) зростає зі збільшенням координати r, то слід при-
ймати k1<0. Просте аналітичне рішення така задача має, 
якщо товщина в центрі пластини h0 = 0 (саме воно звичай-
но й використовується), але така форма прийнятна лише 
для кільцевих пластин.
Експоненційний закон зміни товщини використову-












де h0 – товщина в центрі пластини, п – параметр.
Параметр п визначає характер зміни товщини: при 
n > 0 товщина від центру до периферії зростає, при n < 0 – 
убуває. Окремий випадок n = 0 визначає пластину постій-
ної товщини. Форма математичного моделювання змін-
ної товщини (1) застосовна як для суцільних, так і для 
кільцевих у плані пластин, отже є більш універсальною, 
ніж форма лінійна.
Задача про згинання круглої пластини зі змінною тов-
щиною (1) була сформульована у вигляді диференціаль-
ного рівняння другого порядку зі змінними коефіцієнтами 
О. Піхлером. За невідому функцію приймався кут поворо-
ту j  нормалі до серединної поверхні пластини, який утво-
рюється при вигині пластини. Загальний розв’язок цього 
рівняння був отриманий у вигляді суми двох степеневих 
рядів з коефіцієнтами досить складної структури. Розв’яз-
ки деяких задач згинання пластин з товщинами, що змі-
нюються за степеневим або експоненціальним законами, 
отримані в гіпергеометричних функціях А. Д. Коваленком. 
Для круглих пластин з формою (1) радіальних перерізів 
загальний розв’язок диференціального рівняння вигину 
визначається з застосуванням вироджених гіпергеомет-
ричних функцій Куммера. Відзначимо, що теорія функцій 
Куммера добре розроблена і вони ефективно застосову-
ються в таких різних галузях, як статистика [8], фізика [9], 
механіка ґрунтів [10], метрологія [11], біологія [12] тощо.
Реальні пластини можуть мати досить різноманітні 
форми контурів та перерізів, складні закони поперечного 
навантаження та неоднорідну структуру. Так, лінзи та 
дзеркала оптичних приладів, літосферні плити Землі 
розраховують, зокрема, на дію термічного навантажен-
ня [13, 14]. Для деяких деталей сучасних конструкцій ви-
користовують спеціальні, так звані функціонально-граді-
єнтні матеріали (ФГМ). Пластини, виготовлені з ФГМ, 
мають змінні механічні характеристики (щільність, мо-
дуль пружності та ін.). Рівняння, що описують напружено- 
деформований стан таких пластин та пластин зі змін-
ною товщиною та їх розв’язки є подібними [15, 16]. Для 
пластин зі складною конфігурацією замість аналітичних 
методів розрахунку доцільно використовувати МСЕ [17].
Значно простішими є задачі вигину круглих пластин 
постійної товщини, симетричного відносно центру (вісе-
симетричний вигин), – в цьому разі загальний розв’язок 
диференціального рівняння згинання отримується в еле-
ментарних функціях:
w r a a r a r a r r0 1 2
2
3 4
2( ) ln ln ,= + + +
де w r0( )  – переміщення серединної поверхні від попереч-
ного навантаження; ai – константи інтегрування.
Внаслідок простоти цього розв’язку обирають розра-
хункову модель пластини з еквівалентною ступінчасто- 
постійною товщиною або конструюють пластини такої 
форми [18, 19]. Аналітичний розрахунок таких пластин 
може виконуватись методом початкових параметрів. Слід 
мати на увазі, що при вигині пластин ступінчасто-постійної 
товщини в зонах зміни товщини виникає концентрація на-
пружень. Для таких зон потрібно застосовувати спеціальні 
методи, наприклад метод скінчених елементів (МСЕ).
Характеризуючи розглянуті публікації, слід відзна-
чити, що в них при розрахунках круглих пластин змінної 
товщини вирішуються і аналізуються лише задачі для 
простих граничних умов (жорстке закріплення, вільне 
обпирання або вільний край). В реальних конструкціях 
часто мають місце умови складні, коли кругла пластина 
контактує з іншою пружною конструкцією: кільцевим 
ободом (шківи, зубчасті колеса, залізничні колеса) або 
оболонкою (циліндричною, конічною чи іншою). Тому 
постановка і вирішення задач контакту для пластин 
змінної товщини з одночасним визначенням форми ра-
діального перерізу, при якій досягається мінімум маси, 
є важливою теоретичною та практичною проблемою.
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3. мета і задачі дослідження
Метою роботи є мінімізація маси кругових пластин-
частих деталей з урахуванням умов контакту з іншими 
елементами конструкції шляхом надання їм змінної тов-
щини. Міцність та вихідні габарити машини або апарату 
при цьому зберігаються.
Для досягнення визначеної мети в роботі були постав-
лені наступні завдання:
– розв’язати задачу вигину днища, змінна товщини 
якого задана експоненційною функцією Гаусса, а кон-
станти інтегрування визначити з умов контакту зі стін-
кою циліндричного апарату;
– розробити метод оптимізації форми радіального 
перетину днища, що полягає в переході від його форми 
як пластини з постійною товщиною, до пластини змінної 
товщини та мінімального об’єму, за рахунок раціонально-
го використання заданого матеріалу;
– розробити раціональну конструкцію кільцевої зони 
з’єднання спроектованого днища і корпусу.
4. Постановка й розв’язання задачі вигину  
днища циліндричного апарату при дії  
внутрішнього тиску q0
У апаратів з плоскими днищами циліндрична стінка 
звичайно має постійну товщину, яка визначається з умо-
ви міцності оболонки при безмоментному напруженому 
стані. Товщину плоских днищ також назначають постій-
ною. Причина таких конструктивних рішень пояснюєть-
ся простотою виготовлення цих елементів апаратів, хоча 
в кованих днищах в зоні переходу до стінки товщина 
завжди збільшується для зменшення моментних напру-
жень [20].
Приймемо, що стінка циліндричного апарата має по-
стійну товщину  h1,  а товщина днища h змінюється за 
законом (1).
Розмістимо початок циліндричної системи координат 
О в центрі пластинки. Позначимо: z – осьова координата, 
r – радіальна координата. Задача є вісесиметричною, так 
що напруження і переміщення не залежать від окружної 
координати t. Умовно відділимо стінку апарату від днища 
і приймемо лінію перетинання серединних поверхонь в 
якості лінії сполучення (рис. 1). Сформулюємо умови 
сумісності деформацій стінки резервуара і днища на лінії 
сполучення, при r = R та z = 0: θ θc = − дн ; wc = 0 (деформа-
цією розтягування днища нехтуємо), де θc  і θдн – кути 


















де M0 і Q0 – початкові параметри (згинальний момент 
і поперечна сила, що виникають в стінці при z = 0).
Циліндрична жорсткість стінки і параметр, що визна-
чає швидкість затухання моментного стану при зростанні 





















Радіальне переміщення краю стінки резервуара відпо-



























де Е і m – модуль пружності і коефіцієнт Пуассона мате-
ріалу апарата.
Диференціальне рівняння вигину сформульоване для 
кута повороту нормалі j(r) до серединної поверхні днища 
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де M(a,b; z) і U(a,b; z) – функції Куммера першого та дру-
гого роду з аргументом z = 0,5nx2 [21, 22].
Відомо, що функція Куммера другого роду дорівнює 
U a b z
z




 Кут повороту нормалі до зігнутої середин-
ної поверхні круглої пластини j(0) = 0, тому в (7) призна-
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Гранична умова для кутів повороту з урахуванням 
виразів (2) і (8) дає друге рівняння для початкових па-

































exp exp .  (10)
При поперечному навантаженні в пластині виника-







































































































Умова рівності згинальних моментів M0 на краях 






























Розв’язок системи трьох рівнянь (4), (10) і (15) має 
вигляд:
Ці три величини містять всі геометричні та механічні 
характеристики корпусу, які задаються при проектуван-
ні, крім параметру п. Процедура визначення величини п 
демонструється на прикладі, наведеному в наступному 
розділі.
5. оптимізація форми радіального перетину днища 
Поставлене завдання вирішується для таких даних: 
радіус внутрішньої поверхні стінки Rв = 1 м, q0 = 5 МПа, 
[σ] = 180 МПа. Матеріал апарата сталь 16ГС. Конструк-
цію днища, наведену на рис. 1, спрощуємо, – приймаємо 
плоско-увігнутою, залишаючи для змінної товщини за-
лежність (1). Така форма дещо зменшує концентрацію 
напружень у з’єднанні стінки та днища.
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Приймаємо h1 = 30 мм.
Товщина днища при h = const [13]:
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Змінна в напрямку безрозмірної радіальної координа-
ти х товщина днища:
h x h
nx















= − ⋅ =
= ⋅ − ⋅
⋅
⋅ = ⋅ −
6 1
















( , ) , ,
m
































+( ) ⋅ −( ) + −( ) −
β
m
m β mexp , m m m m β
m
( )  + ⋅ −( ) − −( ) − −( ) −( ) 
+
F R n n Eh nDK1 1
2
10 5 1 2 2 3
1
exp ,












0 1 1 12
3
2 3 0 5 0
=
−( )
−( ) −( ) + −( ) +
m




1 2 0 5
0
2 0 1 1
n D
F D F RD nK K
− −( ) 














1 0 5 2 3
=
−( )
+( ) ⋅ −( ) + −( ) −( )β
m
m β m mexp ,  + − −( ) ⋅ −( )
+( ) − −(
n F REh n






1 2 0 5
1 1
2 0 1 1
exp ,
exp , ) .
Производственно-технологические системы: на заметку конструктору
Рис.	2.	Схема	корпусу	з	днищем	змінної	товщини
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З врахуванням цих коефіцієнтів формули для почат-
кових параметрів M0, Q1, C1 задачі приймають вигляд:
Приймаємо товщину днища в його центрі h0 = 120 мм, 
будуємо поверхню еквівалентних (за теорією Мізеса) 
напружень σе(х, п), які визначаються через головні на-
пруження (13):
σ σ σ σ σe
( )4 2 2= − +r r t t
та площину допускних напружень [σ] = 180 МПа і гра-
фічним способом визначаємо параметр зміни товщини п. 
Цей показник має бути додатнім, оскільки товщина дни-
ща має збільшуватись при наближенні до його контуру, 
тобто при х → 1. Для визначення характеру зміни товщи-
ни днища необхідно знайти параметр п, відповідальний за 
цю зміну. Його величина має бути такою, щоб напружен-
ня в днищі не перевищували допускних. Для визначення 
діапазону значень п, при яких задовольняється умова 
σе ≤ [σ], у першому наближенні будуємо поверхню σе(х, п) 
в діапазоні п = 0,1…2 (рис. 3).
Аналіз характеру поверхні напружень σе свідчить, що 
умова міцності виконується при будь-яких значеннях ар-
гументу х, якщо параметр лежить в межах 0,1 < п < 0,25. 
Побудова поверхні σе(х, п) у цьому звуженому діапазоні до-
зволила знайти остаточну величину параметра п = 0,1448, при 
якому максимальні напруження не перевищують 192 МПа 
і розподілені майже рівномірно. Приймемо, що максималь-
ні напруження можуть перевищувати допускні на 7 %, тобто 
становити 193 МПа. Отже, при n = 0 1448,  умова міцності:
σ σemax = < [ ] =192 193  МПа
виконується.
Q K
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Товщина днища як функція радіуса визначається 
формулою:
h x x( ) exp , .= ⋅ ( )120 0 02413
6. конструювання кільцевої зони з’єднання днища  
та стінки апарату
Розміри конусної зони переходу від днища до стінки 
визначені за рекомендаціями довідника [20].
Конусний перехід утворюється двома поверхнями, ра-
діусною з r hк д≥  та конічною з горизонтальним h hг д≥ 0 6,  та 
вертикальним h hв д≥ 1 8,  катетами (рис. 4). В даному разі 
при визначеній товщині hд = 150 мм маємо rк = 150 мм, 
hг ≥ ⋅ =0 6 150 90, мм, hв ≥ ⋅ =1 8 150 270, мм. Висота відбор-
товки визначається за нерівністю h h2 0≥ . Приймаємо 
rк = 150 мм, hг = 90 мм, hв = 270 мм, h2 150= мм.
Рис.	4.	Схема	конусного	переходу	від	днища		
до	стінки	апарату
Розрахунок напружень в перехідній зоні, яка має 
складну геометрію, неможливий аналітичними методами. 
Для таких об’єктів успішно застосовуються методи дис-
кретизації. В даному разі використана програма ANSYS 
методу скінченних елементів (МСЕ). Для спрощення 
процедури крайові зони посудини прийняті однакови-
ми (два днища), дискретизація конструкції показана на 
рис. 5, 6. Попередній розрахунок виконувався при більш 




Конструювання виконане послідовними кроками, на 
кожному з яких за результатами аналізу попереднього 
кроку удосконалюється розроблювана конструкція, в да-
ному разі – з метою зменшення напружень в перехідній 
зоні днище-стінка.
На першому кроці розрахунок виконано при від-
сутності закруглень, rк = 0 для товщини в центрі днища 
h0 = 120 мм. Розрахунок за МСЕ дав максимальні напру-
ження в зоні переходу 245,2 МПа, але вони перевищують 
допустимі σ[ ] = 193  МПа (рис. 7). Розрахунок показав, 
що зменшення товщини в центрі (120 мм замість 150 мм) 




На другому кроці перехід від конусної поверхні до 
стінки резервуара виконано з закругленням радіусом, 
який за рекомендацією довідників [20, 23] дорівнює тов-
щині стінки, 30 мм. Встановлено, що перенапруження 
в цій зоні конусного переходу склало 23 %.
Останній, третій, варіант розрахунку виконано для 
схеми, показаній на рис. 8.
Конструювання з послідовним збільшенням радіусів 
закруглення конусного переходу на кожному новому ета-
пі дозволяє у підсумку задовольнити умові міцності при 
мінімальній витраті матеріалу.
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7. результати досліджень мінімізації маси  
круглих пластин
Встановлено, що розрахунок днища як складової 
в конструкції корпусу апарату реалізується в замкнутому 
аналітичному вигляді при використанні функцій Кум-
мера. Результатом досліджень є підтвердження можливо-
сті зменшення маси круглих плоских днищ, встановленої 
для круглих пластин, закріплених простими способами 
в роботах [2, 23, 24]. Розрахунки свідчать, що зменшен-
ня маси днища резервуарів при переході від фіксованої 
до змінної товщини може становити 10…25 % (більші 
значення з цього діапазону досягаються при зростанні 
величин тиску q0 та радіусу R).
Позитивний ефект дослідження підтверджується 
практичним впровадженням застосованих методів опти-
мізації у реальному САПР, чинному на виробництві по-
судин, що працюють під тиском. Для цього на ПАТ «Бер-
дичівський машинобудівний завод Прогрес» (Україна) 
було передано програмний продукт «САПР плоских 
днищ резервуарів, навантажених внутрішнім тиском» 
з блочно-ієрархічною структурою. Його елементами 
є блоки: вихідні дані, технічне завдання, формалізація 
об’єкту, математична модель та оптимізація конструкції 
методом перебору.
8. обговорення результатів дослідження методу 
оптимізації форми днища
Розрахунок круглого плоского днища змінної товщи-
ни як елемента корпусу посудини, що працює під тиском, 
базується на методі математичного моделювання днища, 
який запропоновано в роботах [1, 2, 25].
Перевагою розробленого методу розрахунку є пред-
ставлення рішення в аналітичній формі. Отримані фор-
мули дозволяють оцінити вплив окремих характеристик 
конструкції (матеріал, товщини стінки і днища, габарити) 
аналітичним або графічним способом без повторного 
рішення задачі.
Недоліком запропонованої математичної моделі змін-
ної товщини h(r) у вигляді функції Гаусса (1) є немож-
ливість створення ідеально рівнонапруженої конструкції 
днища. Вирішення цього завдання можливе при оптимі-
зації функції h(r) для окремих кільцевих зон днища.
Запропонований метод оптимізації форми радіально-
го перетину днища продемонстровано в роботі прикла-
дом розрахунку днища посудини, навантаженої внутріш-
нім тиском, в якому досягнуте суттєве зменшення маси 
днища. 
Змінна форма перерізу є раціональною для багатьох 
конструкцій круглих пластинчастих деталей. Запропо-
нована процедура мінімізації маси прийнятна при наяв-
ності або відсутності підкріплень контурів (діафрагми 
трубопроводів і судин, витки шнеків, тощо). Розроблений 
метод рекомендується застосовувати при вирішенні задач 
мінімізації маси плоских деталей кругової або кільцевої 
форми.
При відповідному доопрацюванні цей метод мож-
на поширити на задачі з циклічно симетричним на-
вантаженням кругових пластинчастих деталей змінної 
товщини (плоскі кришки апаратів, диски зубчастих або 
залізничних коліс, дискові затвори трубопроводів). Пла-
нується розв’язання задач такого типу в подальших до-
слідженнях. 
6. висновки
1. Запропонована математична модель днища резер-
вуара зі змінною товщиною у вигляді функції Гаусса (1). 
Задача вигину днища, сполученого зі стінкою циліндрич-
ного апарату, зведена до системи трьох алгебраїчних рів-
нянь. Отриманий аналітичний розв’язок містить всі зада-
ні механічні та геометричні характеристики конструкції.
2. Розроблено метод оптимізації форми радіального 
перетину днища апарату за критерієм мінімуму маси, 
заснований на аналізі тривимірної графічної інтерпре-
тації умови міцності. Метод дозволяє суттєво зменшити 
радіальну нерівномірність розподілу еквівалентних (за 
теорією Мізеса) напружень в днищі.
3. Найбільш небезпечною в апараті є кільцева зона 
з’єднання плоского днища змінної товщини з циліндрич-
ною стінкою. Моментні напруження в цій зоні переви-
щують напруження в циліндричній стінці у 3…4 рази. 
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використанням конічного переходу з плавними закруг-
леннями. Раціональна форма переходу конструюється 
послідовними наближеннями з використанням МСЕ на 
кожному кроці. Для спроектованого днища зі змінною 
товщиною зменшення маси становить 22 % у порівняні 
з днищем постійної товщини.
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